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TRANSFERT DE CHARGE DANS UN R ESEAU
DE PROCESSEURS TOTALEMENT CONNECTES (*)

par Maryse RBeuin (1)

Communiq@ par Bernard EMAIRE

Résungé. — L'etude pesenge ici moelise un transfert de charge sur ueséau de processeurs
totalement connees. Chaque processeur peut accueillir au plusakhés. Une diéffence de deux
charges entre deux processeurs est une situation interdite, et un transfeetliatret instantae”
est cEclencle’ d8s que cette situation se produit. Les performances demsgssonevaliges par
les indices suivants : probabiéitde rejet, nombre moyen dacties trai€es par unit” de temps,
temps de eponse moyen, probabditStationnaire pour un processeur d'accueillitaches. Le but
de cetteetude est de mesurer lespércussions du transfert de charge en comparant les valeurs des
indices obtenues avec transfert avec celles obtenues sans transfert. En particulier, le comportement
asymptotique pour des sgstes massivement paedis esetudi et interpete. CalcuEes dans une
situation icdBale, ces comparaisons permettent d’obtenir des bornesrigupés sur les &¥fices que
I'on peut attendre d’'uneel transfert. Elles permetteagalement ditudier I'opportuni€ du transfert
selon les valeurs des paratnés du sysime. Le nombre moyen de transferts efiestpar uni€ de
temps et le nombre moyen de transferts pour aché doneé sont calc@s. L'asymptotique quand
K tend vers l'infini estegalementefudie.

Mots cles : Evaluations de performances, transfert de chargegsystmassivement paralié,
processus de Markov, processus de naissance et de mort.

Abstract.— In this paper, a model of the load transfer on a fully connected net is presented. Each
processor can accept at maokt tasks. A load difference of two tasks between two processors is a
prohibited situation and when it may appear, an immediat and instantaneous transfer is decided.

The performances of the system are evaluated by the following indices: the reject probability, the
throughput, the mean response time, the stationary probability distribution for a processor to host
tasks. The aim of this study is to evaluate the load transfer inpact thanks to the comparison between
the values of the indices without transfer and with transfer. In particular the asymptotic behaviour
for massively parallel systems is studied and interpreted. Calculated with an ideal situation, these
comparisons yield upper bounds on the benefits that can be expected from a transferring policy.
Beyonds, the opportunity of the transfer according to the values of the parameters can be studied.
The mean number of transfers executed within a time unit and the mean number of transfers of
a given task are calculated. At last values of the indices when the number of acceptedstasks
grows to infinity is studied.

Keywords: Performance evaluation, load transfer, massively parallel system, Markov process,
death and birth process.

(*) Regu en cécembre 1997.
(1) SMS-LMC-IMAG, BP. 53, 38041 Grenoble Cedex, France.

Recherche ogrationnelle/Operations Research, 0399-0559/00/01/$ 7.00
O EDP Sciences, 2000



100 M. BEGUIN
1. INTRODUCTION

Le déeveloppement relativemenéaent des multi-calculateurs permet de
traiter des proliimes complexes issus de domaines diverseeessitant de
trées grosses puissances de calcul. Comme dans lesnmstepartis, se
posent des probmes cruciaux comme ['utilisation optimale des ressources
disponibles et plus particélifement des processeurs. Nous ne connaissons
pas encore de doées permettant d'estimer la éer de vie et la loi des
taches @rérees par des machines pagddls, mais par similitude avec les
travaux effectés sur les@seaux de stations de travalil, il semble indispensable
que le systme d'exploitation gre l'allocation desdches sur les di#frents
processeurs afin @viter les situationstocertains processeurs sont surckarg
alors que d’autres sont oisifsf([11]). Cette gestion implique une distribution
de la charge globale sur les difents processeurs pouvant efmea des
transferts de charge d’'un processeuun autre.

La prédiction du comportement futur de la charge est complexe et justifie
uneétude stochastique. Cette préblatique est ancienne et je rappellerai ici
les études &centes de mdadisation qui ontéte propoges. En 1993, Evans
et Butt [5] ont étudé par la tleorie des files d’'attente et des simulations
la probabilieé de transfert entre deux sites d’'un algorithmégdilibrage de
charge avec gnalisation du transfert. En 1994, Squillante et Nelson [15] ont
fait uneétude analytique par les matrices stochastiques du temppdagse
moyen pour un transfert de charge dasir des politiques de seuils. Dans la
méme aniée, Malyshev et Robert [9] ont obtenus des valeurs asymptotiques
de la probabilié de perte par des processus de Markov et des fonctions de
Lyapounov d’algorithmes de transfert de charge global et local pour une
infinité de sites de capaeitl. En 1995, Guyennett al. [14] ont compaé@
des Esultats analytiques et des simulations donnant la valeur d'un indice
d’efficacitt d'un moele markovien quilibrage de charge entre des sites
de capac# infinie. Neanmoins le cas des sgsies massivement paklis
de sites de capaéitk’ n'a paséte étudié. Nous proposons ici la métisation
et I'évaluation d’'un algorithme de transfert de chargetlms uneévolution
markovienne de la configuration des charges des processeurs. L'objectif
de cetteétude est de comprendre commeneiapl'algorithme de balance
global sur les indices classiquesdaluation de performancef([3]), et de
comparer les valeurs de ces indices avec et sans politique de transfert.

L'article sera organis de la fapon suivante : la description formelle
du mockle est donée dans la section 2. Leséthodes analytiques et les
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TRANSFERT DE CHARGE DANS UN ESEAU DE PROCESSEURS 101

résultats obtenus pour le calcul des indices retenus pour egttke sont
explicittes dans la section 3. Pour un nombre @oda sites, legvolutions
des indices en fonction des paratmes du systme sonétudiées en section 4.
Le comportement des sygshes massivement pakgis, et la comparaison
des valeurs thoriques avec les valeurs obtenues pour un nombre raisonnable
de sites dans unéseau sont anal@s dans la section 5. Dans la section 6
les bornes sugrieures sur le &réfice que l'on peut attendre d'uréel
transfert sont @duites et I'analyse de quelques pgabkes d’optimisation est
propoge. Une estimation du @b des transferts egtudée et analy@se dans

la section 7. La section 8 fournit legsultats obtenus pour cet algorithme
lorsque la capaditmemoire de chaque site pekire consiéré comme infinie.
Enfin la section 9 tire les conclusions et les perspectives qui pe@snt
déduites de cettétude.

2. DESCRIPTION DU MODELE

Le contexte est le suivant : on dispose deprocesseurs qui cejvent
chacun un flot de redites @rée gacea une file d’attente selon la politique
FIFO. Le comportement moyen d'une application de grande taille est
mockelise, et on suppose pour cela qu’'une énite &iche est éfinie, et que
les contraintes de predence entre lesithes sont nd@es dans I'ensemble
des fiches qui sont écukes par le&seau. La capaéitmémoire assoéiea
chaque processeur est dé taches, et I'ensemble du processeur de sa file
d’'attente et du confieur le reliant aué&seau d’interconnection serasigré
par un « site ». Les sites d’'ueseau informatique peuvedatre consiérées
comme les sommets d’'un graphe, dont létes repesentent les connexions
physiques entre ces sites.

Les hypotlgses de mdalisation sont alors les suivantes : dans ce éd
le graphe est suppéscomplet, donc chaque processeur communique avec
'ensemble des autres. La @4 d’exécution desdches sur chaque site suit
une loi exponentielle de paraxtne ., et le processus d'ar@de desaches par
site est un processus (Roisson de paraftre A. La charge de chaque site
est cfinie par le nombre deathes qu'accueille ce sité chaque instant,
ce nombre est un entier entre 06t et une che @rérée par un site de
charge K est rejege.

Deux sites se trandfent instanta@ment des&ches dans les deux situations
suivantes. Quand unédhe arrive sur un site dont la charge devigntette
tache est trangfée sur un site de charge- 2 s'il existe. Parmi les sites de
chargej — 2, le site qui repit la thche sup@mentaire est choisi au hasard.
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102 M. BEGUIN

Quand uneéache se termine sur un site dont la charge devjenine fiche
en provenance d'un site de charge- 2 est transfrée. Parmi les sites de
chargej + 2, celui qui transére sa deriire fiche arriee est choisi au hasard.

Pour que le transfert ait un sens, la contrainte sur la capa@moire
K est détre sugrieurea 2.

Dans la situation sans transfert, lessites se comportent commefiles
indépendantes\//M/1/K de taux d'arriee A, et de taux de servicg
(cf. [13]). Par comparaison avec les filed /M /1, le syseme sera dit
« satué » lorsque le taux de service seraginéur au taux d'arrige.

Dans la situation avec transfert, le proces&isdié est le processus
{X:, t > 0}, qui a chaque instant fait correspondre le:-uplet dont la
i-eme coordong@e repésente la charge di+-éme site. La dirence avec
une file d’attenteM /M /n/Kn (cf. [4]) tient au respect du comportement
local de chaque site. En effet, dans la ralishtion pésenge ici, il n'y a
pas de file d’'attente partag par 'ensemble des sites et un site de chafge
n'accepte plus et neégere plus de nouvellefthes. Quand il y a partage de
I'espace n@moire, le protocole de transfert instaréiate la surcharge sur des
sites sous-chagg conduita un moele de file d’attente multiserveurs ayant
n serveurs et une capaeiglobale denK taches. Ce type de files d’attente
(M/M/n/nK) s’analyse avec des techniques classiques de traitement des
processus éhtoires de naissance et de matt [7]).

Les indices suivants qui apparaissent pertinents pour la plupart des
problemes poss seronétudés. En effet ces indicegpondent la demande
des évaluations de performance pour les machines pdeallet rendent
comptent du bon fonctionnement d’'un sste €f. [3]).

Débit du syseéme.C’est le nombre moyefl’ de fiches trages par uné de
temps par 'ensemble du sgshe €f. [16]).

Saturation mémoire. C'est la probabilié Fs,¢ que I'espace fmoire d’'un
site soit satr (K taches pesentes) et que, par cé@ugent, toute
nouvelle grération de &che par I'application sur ce site soit réetpar
le systme. Cette probabiét peutétre interpétte comme une mesure
de la degradation du systne, et cette probab#tdoit &tre minimige
pour garantir une utilisation optimale de I'ensemble déshmires du
syséme.

Charge de travail. C'est le nombre moyenV de fiches pesentes sur
'ensemble des sites pendant une aniie temps.
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Temps de eponse moyenC’est le temps moyerk écouk entre l'instant
ou la tache est grérée par I'application, et l'instantipla tache est
termirée. Du point de vue de l'utilisateur, et en I'absence de toute autre
specification, cet indice doiétre minimi€ (cf. [7]).

Mesure stationnaire de charge.C’'est la probabilié £; pour un site don@
d’avoir une chargeégale a <. Pour un nombre dornde sites, ces
probabilies repésentent la proportion de sites ayant une ch&gge
ai. Ces probabilés ne sont donc pasproprement parler des indices de
performance, mais repsentent les lois marginales de la mesure produit
sur I'espace deétats. Leurgvolutions selon les paratres du sysime
permettent de rendre compte du comportement global de celui-ci, et
permettent de mieux comprendre commergrepe transfert de charge.

3. RESULTATS FORMELS AVEC ET SANS TRANSFERT

Le processug X;, t > 0} défini & la section 2 est un processus de Markov
admettant une unique mesure stationnaire. Tous les indices edplatdins
la section 2 sont calcés en égime stationnaire dans les situations avec et
sans transfert. Pour les distinguer, toutes les quentélativesa la situation
sans transfert seront rg@s avec un astisque «x ».

3.1. Propriétés structurelles dans les deux situations

Dans un premier temps, nous nous émssons aux probabdid
stationnaires pour un site domrd’avoir une charge. Compte tenu des
roles synétriques joés par chacun des sites, ces quastine épendent
pas du site. Pour chaque niveau de chartgs probabiliés stationnaires de
chaque site d’avoir une chargevec et sans transfert respectivement seront
notéesP,;(%) et Pf(%). Dans les deux situations, avec et sans transfert, des

équations de nature d@grique relient certaines valeurs dE,e{%).

ProrosiTion 1 : Les proprétés suivantes sontevifiees dans les deux
situations avec et sans transfert :

Propriété de synétrie :

1) Vie{0...K} R(%):PK_Z-<

>|=

)
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104 M. BEGUIN

Propri été d'équilibre :

()l (2)

Commentaires : la premere partie de cette proposition revieat
I'observation suivante. Remplacéepar K —i revienta remplacer la capaéit
mémoire occupe d’un site par sa capaeitmémoire libre. Le processus qui
a chaque instant fait correspondre le n-uplet dont laeéme coordonee
repésente la capaétmémoire libre dui—eme site a exactement laéme
dynamique que le processfi&;, ¢t > 0}, en inversant lesdles de\ et .

La deuxeme partie de la proposition est uaquation déequilibre ou de
balance. La partie gauche répente le nombre moyen daches accepes
par chaque site par ugitde temps, tandis que la partie droite ésgante le
nombre moyen dedthes traées par chaque site par unide temps.

Néanmoins, la@monstration de cegsultats avec et sans transfert, anticipe
sur les esultats obtenus dans la section 3.3 et la section 3.2 mais ils peuvent
étre \erifies par des techniques d'algre classique.

La détermination des lois marginalés(f—t) suffit pour calculer les valeurs
de tous les indices de performance retenus dans célmgéce aux relations
algébriques don@es dans la proposition 2.

ProposiTioN 2 : Les indices de performance et les lois marginaﬁesf—t)
sont liés par leseguations algbriques suivantes :

A
Psat = PK <_)7
W
T = 71/\(1 — Pg <3> ),
"

K A
N=n Z]P,(—) ,
j=1 s
K [
J_E—l—kl Zj:2(J—1)]jj(%) .
peooA (1 - PK(%))
Commentaire : la dernére équation exprime le temps déponse moyen

d'une tiche comme la somme du temps de service moyen et du temps
d’attente moyen.
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Démonstration. Les trois premgres équations sont a@nent obtenues
(cf. [13]). La dernere formule de la proposition 2 s'obtient emrifiant
gue les hypotbses de validi de la formule de Littledf. [8] démontée par
exemple dans [16] p. 100) sont effectivemestifiees dans ce contexte, et

en utilisant la propéte d'équilibre.

La suite de cette section utilise legsultats classiques sur les processus

de naissance et de mort pour lesquels

uéterence est par exemple

Barucha-Reid [1]. Pour d@ber les notations, et sans perte daéagalite,
les calculs sont effecés avec un temps moyen députionégala 1, ce qui

revienta fixer I'unite de temps & 1.

3.2. Résultats sans transfert

Sans transfert, les sites se comportent comme files M/M/1/K

indépendantes, dio les €sultats.

ProprosiTioN 3 : Pour le moele n sites de capacdit’K de taux d’arri€e
A, les valeurs des indices de performance sans politique de transfert sont

les suivantes :

L . " )
1
StAF# L, = il sinon,
- 1= A
* K
Fat A v
1
StAF# L, =K1l sinon,
. 1— /\K
T = n/\<1_/\7[f+1>
StAF# L, =n4e 1 sinon,
e 1 (K + AR
= Mo T TR
K
StA#1, =ng sinon,
_— A KAE
S S Y
1+ K
stAF# 1, _ sinon.
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106 M. BEGUIN

3.3. Resultats avec transfert

Pourétudier le systme avec transfert, il est utile de rappeler que la taille
de I'espace degtats esti (2" — 1) + 1, et il est donc opportun d'utiliser
les pro&cdeés d'agégation ¢f. [12]). L'observation ¢é est de constater que
le nombre totall; de tiches pesentesa I'instantt dans le sysimeévolue
comme un processus de naissance et de mogGsur. , Kn} avec des taux
de naissance (dga j + 1), noesA(j), et des taux de mort (dga j — 1),
notés x.(j). Ces taux sont explidés dans le tableau ci-dessous et corapar
avec ceux obtenus pour le md M/M/n/Kn.

Modele avec transfert Modele M /M /n/Kn
. nA pourj =0,....(K —1)n, )
Alf) = =nA.
() { (Kn—4)A pourj=(K—-1)n,...,.Kn—1 A) = nA
) j pourj=1,....,n ") j pourj=1,....n
4 = 4 =
Y nopourj=mn+1..., Kn HJ nopourj=wn+l,..., Kn.

Pour \érifier ces ésultats (par exemple pour les taux de naissance pour
le mockle avec transfert), il suffit de remarquer que tant qu'il y a moins
de n(K — 1) taches dans le sysne, tous les sites ont moins dé — 1
taches et donc toute nouvelkche @rérée par le sygime est accepe. S'il
y a plus den(K — 1) taches, tous les sites ayant une chaegalea K
provoquent des rejets.

Soit (p;);=o..xn la mesure stationnaire du processus de naissance et de

mort {L;, t > 0}. Cette mesure stationnaire suffitceterminer celles des
lois marginales du process§s(;, ¢t > 0}, gracea la proposition 4.

ProposiTIoN4 : Les probabiliEs(F;(A));=o...x sontrelées auxXp;);—o...xn
de la fecon suivante :

n—1

LIOEDY

1=0

n—1

n .
) ]
VO<j<K, P(A)=> :gp(j—l)mri +
1=0

pi , Pe(N)=>"

n—1 .
n—1

n p[&"n,—i?
1=0

n—1 .
n—1
Din4i-
§ : n n+

=1
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Démonstration. Prenond) < j < K eti < n. Ceséquations dcoulent de
la constatation suivante. Lorsqu'il y @ — 1)n + ¢ taches dans le syshe,
1 sites ontj taches, etn — ¢ ont j — 1 taches.

Il est donc @cessaire d’exprimer la valeur de chagyeen fonction des
parangtres A\, n et K du syseme. Sans perte detgeralitt et, pour des
raisons de sy#trie, la valeur den est suppase paire,égalea 2¢. Ceci
est une contrainte exmement faible, puisque les architectures palesdl
disposent le plus souvent d’'un nombre pair de sites.

En respectant la sy@trie du sysme, et par les techniques habituelles, on
obtient alors les formules &friques suivantes.

VO < j <,

nl n 1 g,

Mg =S
P;—j!/\pol j!)\ﬁq_/\ o,

nt (1Y’ W g 1
PKn—j — 7 (X) PKn = 7/\ vay /\quKn,a

Vn < j < Kgq,

n" n' 1 g,

D N =
Pi= Apo = n! /\Kq_f)\ po,
n" (1)’ " qa_i 1
S et o= = \Ka—g .
PKn—j = o ()\) PKn = ! A /\qulxn-

Posons
1 Kq
P = pf&"um =A Do-
Notons G(n, A) et F(n, ) les sommes

n—2

nl (1 Kq=j
G(n,A) = Z?(X) )

j=0 "
Kq-1 -1 K
1 1 /A= = And
F(n,A) = Z Mea—i ~ )Kq ( 1—A )
Jj=n-1

. . L. i—Kn n n—1 .
En utilisant les relatlonewdenteszj,j:é‘ "pr =L etiy = fi—;, on obtient,

1 n" 1
— — |1+ F F — =1.
p[G(n, A)+ G(n, )\> + o ( + F(n, )+ (n, A))}

vol. 34, r? 1, 2000



108 M. BEGUIN

D'ou p, puis pp puis la mesure stationnaire, puis les probadsliF’;(\)
d’apres la proposition 4, puis la valeur des indices de performance&sapr
la proposition 2.

4. COMPARAISONS POUR n FIXE

Dans cette section nous allons donner, pour fixer légdd les &sultats
obtenus pour des valeurs partieubs du nombre de sites et de la
capacie mémoire K, par exemplen = 8, n = 32 oun = 128 et
K =2, 3 ou6. L'observation du comportement du épte pour ces valeurs
particulieres permet d’extrapoler celui obtenu pour les autres valeurs. Les
étude nurdriques ontéte effectiees avedathematica

4.1. Comparaisons des probabiliés stationnaires

Pour des valeurs de et K fixées, les probabiBis stationnaires’; ()
évoluent en fonction de la valeur du taux d'aégv), et les valeurs de
ces probabilis stationnaires sontes differentes selon qu’une politique de
transfert est mise ou non en place. Les figures 1 et 2 montrent par exemple
les évolutions relatives des probab@g £, Pi, P», P3 avec transfert pour
n=28 n=232etn = 128.

ok merginles
o
N
™
is matginales

14 18 18 02 04 08 08 1.2 14 18 18

]
taux dartives

Figure 1. — Evolutions de Py, P, %, P fonction de A pour n = 8
puis n = 32 sites de capacié K = 6.

La valeur de ces probabiis change brutalement autour dle= 1 et ce
changement est d’autant plus accéntiue le nombre: de sites est grand.
Dans le cas particulier d& = 0.8 et n = 32, ces esultats montrent que
98 % des sites ont une charggalea 0 ou a 1. Autrement dit, le transfert
tend a homogréiser la charge des sites et une proportion de l'ordre\ de
d’entre eux ont une chargegalea 1.
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08

08

07}

06 |

05

04

fois marginales

o3
02 f

0 F

° L s " " " L
02 04 06 08 1 12 14 1.6 1.8
taux d'arriv'ee

Figure 2. —Evolutions de Iy, Py, P>, P; fonction de A pour n = 128 sites de capacié K = 6.

La difference des comportements du éyse obtenus avec et sans politique
de transfert semble donc assez nette et il sembbrdasant d’en mesurer
l'incidence sur les indices de performance. Cétiede sera lim@ea celle de
la probabilie de saturation Bmoire et du temps de€ponse moyen, &ude
sur les autres indices pouvant s’e@ddire gacea la proposition 2.

4.2. Comparaisons des probabil#s de saturation némoire

Pour des valeurs de et K fixées, la probabilé de saturation &moire
P, évolue en fonction de la valeur du taux d’'aége/\, et de néme que
précedemment, la valeur de cette probabilést tes differente selon que la
politique de transfert est mise ou non en place. La valeur de la cagacit
n'altére pas les diffrences de comportement obtenues. La figure 3 montre

probabil'e de staveation
‘prooabile de saturlion
o
b

1 12
taux danives

Figure 3. — Evolutions de la probabilité de saturation mémoire
pour n sites, K = 2 puis K = 6.

vol. 34, r? 1, 2000



110 M. BEGUIN

les évolutions des probabiés de saturation obtenues avec et sans transfert
pourn = 8, n = 32 etn = 128 pour des sites de capazitnemoire K = 2,
et les némesévolutions obtenues pour une capadi = 6.

Le transfert aréliore significativement cet indice, et la difence
I} — Dyat est d’autant plus petite que le nombreale sites augmente. Nous
reviendrons sur étude de cette di#irence lors de étude du comportement
asymptotique en section 5.

4.3. Comparaisons des temps deéponse moyens

Rappelons que sans transfert, les sites sorépeddants et le temps de
réponse moyen d'unedthe ne dpend pas du nombre de sites. Avec
transfert en revanche le temps dgonse moyen d’'unéthe est fortement
dépendant du nombre total de sites. de n. De plus, pour un nombre
donre de sites, le comportement du temps @ponse moyenéapend de la
capacié mémoire K de chaque site. Il convient en effet de distinguer les
valeurs K = 2 et K > 3.

La figure 4 montre le€volutions des temps dé&ponse moyens avec et
sans politique de transfert pour sites de capad@t XK = 2, et les némes
évolutions obtenues pour une capacit = 3. La figure 5 montre celles
obtenues pour une capdzif{ = 6.

------------------

15 2 25 3 08 4 1.5 2 25 3
taux Tarrives taux darrives

05 ¢

Figure 4. — Evolutions du temps de Eponse moyen fonction de\
pour n sites de capacié K = 2, K = 3.

Ces graphiques appellent quelques commentaires. En effet, il #ppara
gue le temps deéponse moyen d’'unéithe n’'est donc pastoessairement
amelioré par le transfert, et il convient ici d’expliciter les comportements
obsenes selon les valeurs des paktmnes ) et K.

Pour A < 1. La politique de transfert diminue le temps dgponse moyen
d’'une tiche par rappor’ celui obtenu dans la situation sans transfert et
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T
sans transfert

temps de r'eponse moyen

2 25 3

05 1

15
taux d'arriv'es

Figure 5. —Evolutions du temps de Eponse moyenk = 6.

ce, pour toutes les valeurs de la capadit. L'explication intuitive de
ce comportement est simple. En effet, pour un taux d'aeidesaches
inférieur (strictement) au taux de service, le 8ys¢ est non satéret
d'apres lesétudes faites sur les probaléé marginales, un site ag
probablement une chargigale soita 0 soita 1. Autrement dit, une
tache accepe dans le syg8te sera vraisemblablement tramgé sur
un site libre, et sera donc traé plus rapidement par le sgste dog
d’'une politique de transfert que par celui sans politique de transfert.

Pour A = 1. Pour toutes les valeurs de la capadf et du nombren de
sites, la politique de transfert diminue le temps @eanse moyen d'une
tache. Le tableau 1 donne les valeurs deédéhts temps deéponse
obtenus avec et sans transfert pour lesédéffites valeurs pertinentes
des paramtres K et n.

TABLEAU 1
Table de valeurs du temps depdnse moyen pouy = 1.

A=1 K=2 K=3 K=6
B 1.5 2.0 35
n=8 R 1.154 1.604 3.078
n=32R 1.074 1.533 3.021
Pour A > 1. Il convient dans ce cas de distinguer les &lifints

comportements du sysne selon la valeur de la cap&cirémoire K.
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Pour K = 2. Bien que le sysime soit sati, la politique de transfert
diminue le temps deéponse moyen d’'uneathe. Intuitivement, cela
s’explique par le fait que le transfert d’'un&che ne peuttre effecté
gue pour uneéche @rérée par un site de charge 1 qui la tramsf sur
un site libre, et la politique de transfert ne modifie le comportement
du syseme que dans cette situation. La valeur moyenne du temps de
réponse d'unediche est donc plus faible avec la politique de transfert
gue celle obtenue sans transfert. Notoeammoins que lorsque la valeur
du taux d'arrivee A augmente, cette situation devient de moins en moins
probable car la proportion de sites oisifs devient voisinég.de

Pour K > 2. Le syskme est toujours sateyret la politique de transfert dans
ce cas augmente le temps d&ponse moyen d'unéathe. Autrement
dit, le temps de é&ponse moyen d'uneathe @réree et accege par
le syseme est pnali€ par la politique de transfert. Pour lever cet
apparent paradoxe, il faut noter que dans la situation sans transfert,
une fiche accepe par le sygtme a une probabiét non nulle détre
dans les prengresa étre trai€e. La politique de transfert permet en fait
d’augmenter le nombre total dadhes accepes par le sysme, mais
chaque ache accepk ne sera pas traggfe sur un site sous-ché&gt
attendra que toutes leiahes qui la greedent soient traites. La politique
de transfert permet donc de priggier et d’augmenter l'indic&, mais
le temps de &ponse d’'unediche donée est, en moyenneépali€.

5. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES SYSTEMES MASSIVEMENT
PARALL ELES

Les études pecedentes laissent supposer que le ayst totalement
conneck doe de cette politique de transfert admet un comportement
limite lorsque le nombre de sites devient grand. Les formules obtenues
analytiqguement permettent en effet d’obtenir le comportement asymptotique
de ces sy&mes dits massivement paeddls. Le t@oeme de convergence
donnant les valeurs limites des lois marginales et des indices de performance
obtenues analytiguement pour tendant vers l'infini est @sengé sous
forme de tableau dans la section 5.1. La section 5.2 comparetsekats
asymptotiques avec lesésultats nur@riques obtenus pour des valeurs
classiques de: (par exemplen = 32,64, 128).
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5.1. Théoreme de convergence

Pour un taux d'arrige A donre, et une capadtmémoire K fixée pour
chaque site, les probab@i stationnaire®; () tendent vers une limite quand
n tend vers linfini. Les indices de performandg,; et I? étant reles aux
probabiligs stationnaires par les relations de la proposition 2 admettent aussi

des valeurs limites. Toutes ces limites sont deesidans le #oeme 1.

THeoremE 1 @ Avec la politique de transfert, les lois marginal&s(\) et
les indices de performanck,,; et Iz admettent les limites suivantes lorsque

le nombre de sites devient infini.

A<l A=1 A>1
Py(d) = 1=2A Po(A)  — Py - 0
P~ A POY - YEK-2) | Ay -0
si K#2
PN — 1
si K=2
P;(X) — 0
Py — 0 P = 1(K-2
. : Pr_1() —  1/A
Pr i) — 0 P — QKE-2) | Px() — 1-1/A
Px(d) — 0 Pr(y)  —
Pae — Pix=0 Pow — Pip=0 Paw  — Pl =1-1/A
- R o - BRMoK R - oK1

Commentaires : pour K > 2, ces limites pesentent une discontinéiten
A = 1. Un tel comportement iggulier a @ja ét obseré dans un maogle
difféerent étudé dans [9], et cesésultats sont cdirents avec ceux qu'ils

obtiennent.

Ce comportement asymptotigueévele donc un basculement de
comportement iriressant. Lorsque le taux de service esgsepr au taux
d’'arrivée, une ache arrivant dans le sgshe est presque toujours ac@mt
Elle est presque toujoursegerée ou trandrée sur un site sous-chéget
son temps deéponse moyen est dorggala son temps de service moyen,

ici égala 1.
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Lorsque le taux de service esgal au taux d'arrige, une ache arrivant
dans le sysime estégalement presque toujours acé@mptmais elle va, en
moyenne avoir un temps déponseégal a I‘

Lorsque le taux de service est @énfeur au taux d’arrige, une ache peut
etre refuge, et quand elle est accépt elle va presque toujours avair
attendre beaucoup de temps avarit@® compdtement traée. Plus le taux
d’'arrivée A est grand, plus le temps deponse moyen d’unécthe est proche
du temps maximunmk et, dans ce cas, la politique de transfert n’apporte
aucune arelioration par rapporé celle sans transfert.

Démonstration. Voici une cemonstration du #moeme 1. Compte tenu de la
proposition 1, il suffit de @montrer ce thome pouri < 1. Rappelons que
le nombren de sites est suppéspair et quen = 2q.

e Pour Py(A), on obtient,
it
(A = ZZ; —— i,
(1 - /\)G(n /\) + T:; (,\qun+1)
0(71 A) + G(n, §) + 2 (1 + F(n, /\)—i—F(n,/\))

Il s’agit donc de éterminer le comportement asymptotiqued@er, A).
Ecrivons

Jj=n-—-2

)\qu_"/\G(n,)\) _ Z (n/\)

Ceci est la valeur au point — 2 de Ia fonction de &partition d’'une loi
de Poisson de paratre An. D’'apres le tleome central limite, il vient

lim A% G, ) =1 s A< 1

n——+00
1
=0 s A>1.

Il convient donc de distinguer les 2 situations possibles 1 et A < 1.

Pour A = 1, on obtient (formule de Stirling),
n" 1 1

— X = ~ )
n! " Gn,1)  2y/2mn
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Pour A < 1, on obtient,
G(n,1) 1{ A !
G(n,A) 2\ eM!

G(n,1)
im =0,
n=+o0 G(n, )

ol

D'ou

et par suite
i %_’i/\[\h—ﬂ-i—l 0
m ———0 =0
n—+too  G(n,A)

Or, pour A < 1,
G(n, %) < G(n,1).

Donc Gln 1/
lim M =0.

noto0 G(n, A)

Ces Esultats permettent de conclure :

PourA = 1: le terme dominant d&)(1) estG(n, 1) au cenominateur,
et par suite

1i Py(1) = 0.
 dm  Po(L)

Pour X < 1 : le terme dominant du nuenateur et du &hominateur
de Py(\) estG(n, ). D'ou

lim Py(A)=1-A.

n—-+400
e Pour Pi()), on obtient,

n

. n—1 .
1 n—=1
Py =Y pit > ——Pui;
=1

1=0

MG, ) + 5 (k)

n!

T Gl N+ Gl ) + B (U F(n ) + Fn. )

nl
n—1 - n
n—n" 1
* z; n ol ()\If(l—('t+’i) ) P
1=

En utilisant les r@mes arguments, on obtient
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Pour < 1 : le terme dominant des nuwarateurs et du@&hominateur
de Pi(\) estG(n,A). D'ou

lim Pi(A) = A

n—-4oc

Pour A = 1 : aps calculs, pou # 2, on obtient

G, 1)+ 20 (% +3)

(1) = _ n! .
1(1) 2G(n, 1) + S[(K —2)n + 2]
Or, o
+(n,1
lim (7;’ ) =0,
n—+oc N ﬁ!
Et par suite, pourk # 2,
lim Py(1)= ——
n—1>I-II—100 1= 2(K -2)

e Autres ©sultats : les autregsultats obtenus pour < 1 découlent de
ceux obtenus poufy(A) et Pi(A). Enfin, pourA = 1, la synétrie du
graphe de transition du processus de naissance et de mort du processus
agee {L;,t > 0} et les relations akpriques de la proposition 2
permettent cgcrire leséquations suivantes,

Py(1) = Pr(1),
Pl(]-) - PI\'—l(l)a
Py(1) =P(1) =... = Fg_2.(1).

D’ou les autresésultats obtenus pow= 1 avecK > 2 ou K = 2. |

Remarque : une justification plus intuitive de ce @b®eme peutétre
donrée de la fapn suivante.

Le processus de naissance et de mffii, ¢ > 0} se comporte sur
lintervalle {0...,n} comme une fileM /M /oo, avec un taux d'arrige nA
et un taux de servicé. La mesure stationnaire de cette file suit une loi
de Poisson de parad@tre nA. PourA < 1, la probabilie que{L;, ¢t > 0}
dépassen tend vers0 quandn augmente. Ainsi la mesure stationnaire du
processug L, { > 0} tend vers une distribution de Poisson dont |&smce
estnA. Pour des sy8imes massivement pakdis ¢ grand), la plupart des
sites ont une chargegalea 0 oua 1. En moyenne, une proportiond’entre

Recherche ogrationnelle/Operations Research



TRANSFERT DE CHARGE DANS UN ESEAU DE PROCESSEURS 117

eux ont une chargégalea 1. D'al les gésultats dans le cas des syses
non satués (A < 1). Dans le cas\ = 1, le méme argument concernant
la distribution de Poisson permet dédiiire que la probabifit qu'un site
soit libre tend vers 0. Les @mes arguments que ceux ufis dans la
démonstration permettent alors de conclure.

5.2. Comparaisons entre les @&sultats nuneriques et les Esultats
asymptotiques

Les esultats nurériques de cette section daté obtenus avemathematica
Le but de ces calculs est de montrer que lesultats tBoriques obtenus
dans le teoeme 5.1 donnent une bonne approximation du comportement
du syséme pour les nombres classiques de sites miséspau dans les
machines paradles,a savoirn = 32,64, 128,256 ou plus.

5.2.1.Probabilité de saturation

Pour toutes les valeurs du taux d'aée/A donrées, la probabilé de
saturation rémoire est une fonctionégroissante du nombre de sites.
Autrement dit, avec la politique de transfert, ajouter un site danseau
totalement conneétdiminue toujours la probabiitde saturation du syshe
et tenda la stabiliser vers sa valeur limitBi™, Les gsultats nur@riques
montrent que la convergence vers cette valeur limite eéstrapide, et que
la convergence la plus lente est obtenue pbue 1. La figure 6 montre
I'évolution de cette probabiitde saturation en fonction du nomhbrede
sites de capa@tK = 6.

Pour plus de mcision, le tableau 2 donne par exemple les valeurs
P..t — Pim dans cette situation.

sat

Tamboa=to +

probabili’e de saturation

.,
........
¢¢¢¢¢¢¢¢

10 20 0 40
nombre de sites

Figure 6. — Probabilité de saturation pour A =1
fonction du nombre de sites (capac# K = 6).
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TABLEAU 2
Table de la diférencel..; — PL™ pourn sites de capadit K = 6.

sat

A 1
n =16 0.0134
n =232 0.0070
n =64 0.0036
n= 128 0.0018

Autrement dit, quand on dispose @@ sites, ajouter un site augmente
encore la probabilit qu’'une &che soit accepe dans le sy8te, mais de
facon moins significative, puisque le gain obtenu estriigur a 0.007.

5.2.2.Temps de eponse moyen

Le temps de &ponse moyen pour un taux d'aw ) et une capact K
donrés est une fonction monotone dg dont le sens &pend des valeurs
de X\ et de K.

Pour A < 1, augmenter le nombre de sites diminue le temps &mmse
moyen et ce temps moyen tend rapidement ere qui correspond
au temps de service moyen.

Pour A = 1, le temps de &ponse moyen diminue quand le homhbrede
sites augmente, et tend vef; La figure 7 montre, par exemple, les
courbes obtenues pour des taux d’aew = 0.8 et A = 1 avecn = 2¢q
sites de capad@tK = 6.

24 v T T T a3 T T T T
lambda=08  + Tambda=10 +

temps de reponse moyer
B
tempe de reponse moyen
@
&

e
RPN

+ ‘e
........
.........

20 25 0 .
nombxe de sites fombre de sites

Figure 7. — Temps de éponse moyen fonction du nombre de sites (capa€ify’ = 6)
pour A = 08puisix = 1.

Pour A > 1, comme il a @&ja étt mentioné au 4.3, levolution du temps
de Eponse moyen en fonction dedépend de la capaéitmémoire K.
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Le temps de &ponse moyen est une fonction monotonendgui est
décroissante si la capagitmémoire estK = 2 et est croissante dans
tous les autres cas. La figure 8 donnent par exemplé&fatats obtenus
pour un taux d’'arriée A = 1.25 avec les capa@s K = 2, K = 3 et
K = 6 en fonction du nombre: de sites.

[N —

oy

[——

REEEE= R fEEg

[ —

Figure 8. — Temps de Eponse moyen fonction du
A=125K=2, K=3etK =6.

nombre de sites,

Dans tous les cas, la stabditautour de la limite est aussi rapidement

atteinte. Le tableau 3 donne les vale[fs- | pour un nombre: de sites
de capaci K = 6 et un taux d’arriee A donrg, avecn = 16,32, 64,128,

Table de la difétence| R — R

TABLEAU 3

im

| (capacig K = 6).

A 0.6 0.8 1 12 14
n =16 0.0065 0.0953 0.0409 0.121 0.0232
n = 32 0.004 0.0251 0.0212 0.0369 0.0038
n =64 <10~ 0.0044 0.0109 0.0084 0.0003
n =128 <107% 0.0004 0.0056 0.0011 <107%

De méme que pour la probab#itde saturation Bmoire, la valeur\ = 1
est celle pour laquelle le syshe converge le plus lentement, maigme
pour cette valeur et pour un sgghe ayant au moin32 sites, le temps de
réponse moyen d’'unéithe peuktre esting, avec I'approximation obtenue

dans le tableau 3, par sa valeur asymptotiglia".

6. CALCULS D’OPTIMISATION

6.1. Bornes supgrieures sur le tenéfice obtenu avec le transfert

Intuitivement, la politique de transfeetudiee correspon@ une situation
idéale et les gains obtenus dans cette situation peu&tat consiérés
comme des bornes sapeures sur le &réfice que I'on peut attendre d'un

vol. 34, r? 1, 2000



120 M. BEGUIN

réel transfert de charge. D’autres borne€iiessantes sont celles obtenues
avec la fileM /M /n/Kn qui mocklise aussi un partageé&dl. Comme dans
la section 4, cett@tude sera lim@e a celle del’,; et R.

Probabilité de saturation mémoire. Le gain obtenu sur la probabgitde
saturation remoire gécea la politique de transfert est,, — Py,¢. Pour
des sites de capageitX donrée, et pour un taux d’'arrée A donrg, le
meilleur gain est obtenu pour infini, et la valeur de ce gain est

C1—
o Peas )\ i
Galnmax(x\,K) =A * m SiA S 1,
K+1 ’
- 1—=A 1
_ WK ;
= A m‘i—x—l SiA > 1.

Pour une capad@tK donree, le meilleur gain est donc obtenu pour
A =1 et vaut

1
K+1
C’est donc lorsque le taux de service éghl au taux d'arrige que la
politique de transfert permet en moyenne de mieeregl’ensemble des
mémoires du sysime. Le gain obtenu sur la probaldlitle saturation
mémoire est d’autant plus important que la capadit des sites est
petite. Ce gain est donc au miewgal a 1/3, lorsque la capadit
mémoire estégalea 2.

Gainfffg; (K) =

Temps de ©ponse moyen.Comme nous l'avons &a consta, le gain
obtenu pour le temps déponse moyen gcea la politique de transfert
dépend deX de n, et de K, et il convient de distinguer lessultats
selon les valeurs de ces parnes.

Pour A < 1 et une capadit K donres, le gain obtenu e§t° — R, et
le meilleur gain, obtenu poux infini, est

A K)\E
— A 1=K

Gain®, (), K) = -

Le meilleur gain est donc obtenu podr— 1 et vaut

K-1
5

Gainll, (K) =
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Autrement dit, plus la capaéitK est grande, plus le gain sur le
temps de &ponse moyen d'unedathe est important. Cetsultat
est intuitif car pour) trés proche de 1 mais ekgime non satér
(A < 1), une iche grérée dans le sy8e sans transfert de capécit
K va attendre beaucoup, tandis qu’elle va en moyeitre trai€e
la premére quand la politique de transfert est mise en ceuvre.

Pour A = 1, le gain obtenu pour une capadcik est toujourskR — R,
et le meilleur gain obtenu pour infini est

- 1
- R
Gaing,, (1, K) = 5

Notons que cette limite est iB@endante de la capaeitrémoire
K. Dans la situation sans transfert, la fil¢/A/1/K est satuee.
Le transfert aréliore donc le temps dé&éponse moyen d’'unéthe,
mais ne permet pas de gagner plus56e% du temps de service
moyen, quelle que soit la capaeil{’ des sites du sysme.

Pour A > 1, le temps de &@ponse moyen d'unéthe @rérée par le
syseéme avec une politique de transfert pétre sugrieura celui
d’'une tiche grérée par le sygtme sans transfert. Pour une cagacit
K donrée et un nombre infini de sites, la difenceR — R~ est

1 A K&

K_X_l—A+1—AI"_

L,

et cette diference peuétre positive ou @gative selon les valeurs

de la capacé memoire K de chaque site. Il appdtague pour

K = 2, le transfert diminue toujours le temps d&ponse moyen
tandis que pourkK > 2, le temps de &@ponse moyen avec une
politique de transfert devient sépeur au temps deéponse moyen
sans transfert @ que le taux d’arrize devient sugrieur au taux

de service (icix = 1). Dans cette situation, la défence entre les
temps de &ponse moyen obtenus sans transfert et avec une politique
de transfert accuse donc un brusque changement de comportement
en A = 1, et ce changement est d'autant plus significatif que la
capacié mémoire K est grande.

Le meilleur eréfice possible sur le temps deponse moyen d’'une
tache gace a la politique de transfert est donc obtenu pour des
valeurs du taux d’arri&e proche du taux de service, edgime

non satue. Dans cette situation, leékefice maximum est’KQ——l,
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et celui-ci est donc d’autant plus important que la cagakitest
grande, et le temps d’attente d'urizhe est alors considablement
réduit gacea la politigue de transfert.

Pour souligner ces diéfences de comportement, la figure 9 montre le gain
obtenu pour la probabiftde saturation &moire pourX = 6 et lesévolutions

de la differenceR" — R en fonction du taux d'arri&e A, pour un nombre
infini de sites de capaétmémoire K =2, K =3 et K = 6.

Diferance sur fe temps de Peponse moyen

gain sur la probahilite de stauration
°
8

2 14 18 18 2 05 1 1.5 2 25 3

s 1
02 04 o8 08 aniven ©awr Sartives

Figure 9. — Gain sur ,,; pou

r K = 6 puis differenceR” — R
pour K =2, K =3 et 6.

6.2. Optimisation du taux d'arriv ée

Une application possible de cette nédidation est par exemple, de
comparer les valeurs minimales que doit avoir le taux d'aeix pour
obtenir un ébit global fiXe pour chaque site.

Ce cebit global (throughput dans la Etature anglaise) pour chaque site
est le nombre moyen dadhes tragtes par uné de tempsdf. [3]). Avec ou
sans politique de transfert, lorsque le temps de service moyen est pris comme
unité de temps, ceébit global, nok ici 6 est :6 = 1—Fy(A). Afin de garantir
une efficacié maximum ou un rendement danimportant de chaque site,

il faut assurer un taux d'arrée des aches suffisamment important, et ces
valeurs diferent selon que la politique de transfert est mise en place ou non.

Pour 32 sites de capagit{ = 6, et pour quelquesébits particuliers, le
tableau 4 donne les valeurs minimales que doit avoir le taux dé&arl
pour garantir ce €bit dans les situations avec et sans transfert.

Afin d’assurer un dbit moyen constant do@rpour chaque site, proche de
I'efficacité maximum de ce siteu(= 1), il est donc ®cessaire, d’'assurer un
taux d’'arrivee significativemenéleve (par rapport au taux de service) sans
transfert, tandis qu’'avec transfert, un taux d’agg\egal au ébit moyen
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TABLEAU 4
Valeurs minimales du taux d’ar@€ A pour un d&bit é souhai€ avec3?2 sites de capadt’X = 6.

débit 6 souhaie A minimale sans transfert A minimale avec transfert
0.95 1.34201 0.95
0.90 1.11712 0.90
0.85 0.98369 0.85

souhaié est suffisant. Sans politique de transfert, il y a donc beaucoup de
pertes dedches par rapport au nombre éehies grerées, tandis qu’avec la
politique de transfert, la perte dadhes est infime, &me pour des valeurs

du taux d'arriee proches du taux de service moyen.

6.3. Dimensionnement de la capadt mémoire

Une autre proliimatique intressante est de trouver une valeur de la
capacie méemoire permettant de garantir une probabilide saturation
mémoire faible pour les valeurs du taux d'aées infrieures au taux de
service (ici pourh < 1). Pour un nombre: de sites et une valeur du taux
d’'arrivée A donrés, la probabilé de saturation émoire est une fonction
décroissante de la capaeitmemoire K. Pour obtenir une probabiit de
saturation remoire inErieurea un seuil doné la capacé mémoire requise
est d'autant plus grande que le taux d’aegvest proche du taux de service.

Dans les deux situations, avec et sans politique de transfert, et dans le cas
ou le taux de service estégal au taux de service de moyen, kci= 1, le
tableau 5 donne les valeurs de la cagaaiEmoire recessaire pour obtenir
une probabilié de rejet ingérieure& 0.001.

TABLEAU 5
Dimensionnement de la capagit®émoire X’ pour obtenirPs,; < 0.001.

A K sans transfert] K avec transfertp = 8 K avec transfertp = 32
1.0 999 130 33

Pour obtenir une probabiditde saturation Bmoire raisonnablement proche
de #ro, la politique de transfert permet donc éduire consiérablement la
taille de la capaci memoire de chaque site.
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7. ESTIMATION DU CO 0T DES TRANSFERTS

7.1. Nombre moyen de transferts par unié de temps

Dans la moélisation étudée ici, le temps des protocoles des
communications qui @aedent le transfert et celui du transfert lueme ont
ete negligés par rapport au temps de service moyen. |l est toutefois opportun,
pour un systme doé de cette politique de transfert d'estimer le nombre
moyen de transferts effe@s par unié de temps. Avec d'autres hypeéses
de moctlisations, certainestudes permettent de tenir explicitement compte
de certains élais de communicationgf( [10]).

Soit V; la variable akatoireégale au nombre de transferts intervenus entre
I'instant initial 0 et I'instant ¢.

Le processug Ny, t > 0} est un processus de Poissarenvironnement
Markovien noé dans la littrature MMPP (Markov modulated Poisson
process). Quandsites ont une chargegalea j et lesn — ¢ autres sites ont
une chargeégalea j — 1 (1 < 7 < K). Avec un temps d’ecution moyen
égala 1 le taux de passage dean + 1 de ce processus eai + (n — ).

Le theoreme expos dans la section “the counting function” de [6] permet
d’obtenir le nombre moyen de transferts par @rde temps en fonction des
probabiliés stationnairegp;);—o...x» du processu$L:, t > 0}. Ce nombre
moyen de transferts par ugitde temps,Ni,, s’exprime par la relation
suivante (avec les notations de 3.3).

N K n—1
= . t .
Ntwa = lim E(T) =2 (Z A"'P(j—1>n+i>

j=1 \i=1

K n—1
#3200 o)
7=1 \:=1

Les tableaux 6 et 7 donnent les valeurs obtenues pour ce nombre de transferts
moyen pour des sites de capéaitémoire X = 2 et K = 6 avec des valeurs
variables du taux d’arr&e A et du nombren de sites.

TABLEAU 6

Nombre moyen de transferts par unie temps
pour une capacé nemoire K = 2.

A 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 1.3
n =32 25.23 26.63 28.24 29.80 31.22 32.59 34.01
n =64 50.55 53.65 57.41 60.86 63.53 65.85 68.36
n =128 101.12 107.50 115.87 123.54 | 128.32 | 132.17 136.85
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TABLEAU 7

Nombre moyen de transferts par wnile temps
pour une capacé neémoire K = 6.

A 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2 1.3
n =32 25.25 26.75 28.71 30.88 31.79 32.83 34.11
n =64 50.56 53.72 57.96 62.84 64.23 66.03 68.40
n =128 101.12 107.51 116.33 126.82 | 128.96 | 132.24 136.85

Ce nombre moyen de transferts par énie temps &pend assez peu
de la capacé mémoire. A condition que le temps de transfert d’'ubehie
soit petit devant sa dae moyenne d’eéxcution, on remarque aussi que ce
nombre moyen de transferts par @nile temps est de I'ordre de la taille
n du syséme. Par suite, la surcharge deseau de communication dae
la politique de transfert reste acceptable. Les contentions dangédeaux
n'influeront que tés peu sur les performances globales duésyst

7.2. Nombre moyen de transferts pour une &che donree

Avec cette politique de mdadisation de la politique de transfert, uréehe
gérérée et accepe par le systme, peuttre transdrée plusieurs fois d’'un
site a un autre. Il est donc utile d’estimer le hombre moyen de transferts
gue cettedche va subir pendant soajgur dans le @&seau. Ce nombre, que
nous noteronsV;, peut s’obtenira partir du nombre moyen de transferts
Nt €t du temps moyen deéponse d'unediche ?, et du cbit moyen du
sysemeT. Le nombre moyen de transfeml&;, que subit uneéche pendant
son €jour dans le syéme est en effet :

Ntra )

—(R—1).

(- 1)

Les tableaux 8 et 9 donnent les valeurs obtenues pour ce nombre moyen de
transferts que subit un@dhe pendant soeur pour des capaéi$ nemoire
K =2 et K = 6 avec des valeurs variables du taux d’'a&svi et du
nombren de sites.

NHS -

TABLEAU 8
Nombre moyen de transferts d’'urechie doneé pourrn sites de capaoct memoire X = 2.

A 0.7 0.8 0.9 1 11 12 13
n =32 0.00 0.01 0.04 0.07 0.13 0.19 0.25
n =64 0.00 0.00 0.02 0.05 0.11 0.18 0.25
n =128 0.00 0.00 0.01 0.04 0.10 0.17 0.25
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Avec une capadit memoire égalea 2, rappelons qu’uneathe arrivant
dans le systime est trangfée si et seulement si elle arrive sur un site
de chargel tandis qu'il existe un site libre. Dans une telle situation, une
charge subit donc au plus un transfert, et le nombre de transferts que subit
une fiche semble donc acceptable. Notons &ardissance de ce nombre
particulierement quand\ > 1, mais rappelons que dans cette situation,
méme pour de petites valeurs deg la probabilie qu'un site soit oisif est
voisine de &ro, et la situation de transfert d’unéche est d’autant moins
probable quen est grand.

TABLEAU 9
Nombre moyen de transferts d’'urechie doneé pourrn sites de capao# memoire K = 6.

A 0.7 0.8 0.9 1 11 12 13
n =232 0.00 0.03 0.14 1.96 3.91 4.24 4.50
n = 64 0.00 0.00 0.05 1.98 4.05 4.29 4.52
n =128 0.00 0.00 0.01 1.99 4.11 4.30 4.52

Pour une capad@tmemoire K = 6, une fiche entrant dans le sgste peut
subir entre0 et 5 transferts avant @tre traiee. Pour des valeurs du taux
d’'arrivée infrieures au taux de service, elle va subir en moyerge geu
de transferts. Pour un taux d’argie égal au taux de service, idi = 1, le
nombre moyen de transferts de cefielie reste « raisonnable » de I'ordre de
deux. Par contre, pour des valeurs du taux d’'@eisugrieures au taux de
service, iciA > 1, ce nombre moyen de transferts d’u@etie est important,
de l'ordre de4, voire 5 transferts, c'esi-dire proche du maximum de
transferts possibles. Notons enfin que pour cette ca@paCit 6 et A > 1,
ce nombre augmente quand le nombre de sites augmente car la prébabilit
de transfert d’'unedche augmente. Le @bde la politique de transfert dans
cette situation peut alors s'aker important.

8. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE POUR UNE CAPACIT E MEMOIRE NON
LIMIT EE

Il peut étre inkressant dtudier le comportement du sgste doé de
cette politique de transfert lorsque la capaaittmoire de chaque site est
idéalement non limée. Le égime déquilibre n’'a alors de sens que lorsque
le taux d’arrivee est strictement iéfieur au taux de service, idi < 1.

Sans politique de transfert, on retrouve alors Esuttats classiques de
files M/M/1 indépendantes.
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Avec une politique de transfert, le sgate se comporte alors comme une
file M/M /n pour laquelle le temps inter-arées suit une loi exponentielle
de paramtren ). La probabili€ de saturation Bmoire n’a plus de sens dans
ce contexte, et le temps déponse moyen s’exprime de lactm suivante
(avec les notations du 3.3) :

ProrosiTion 5 : Pour une capacé meémoire K =oc, le temps de@ponse
moyen en fonction du taux d'aree’ A et du nombre: de sites est :

G X) + 5 (X5 + wie)

R= nt An—t
G(n,A) + x5

Pour un systine massivement parel¢, on obtient :

lim R=1.
n——+4o00
Une fache arrivant dans un tel sgste va donc presquéirementétre traiee
immédiatement. Cela correspoadun comportement limite &hl pour lequel
la politique de transfert estminemment éréfique.

9. CONCLUSION

Le transfert de charge est une pratique essentielle pour obtenir les
meilleures performances possibles d'une machine g#eglimais compte
tenu du cdit en temps et en communication d’'uiet transfert, celui-ci doit
étre effecté & bon escient. En imaginant une situatiogdte ai le transfert
est ceclencle des que la diftrence de charge entre 2 sites estésigure
a deux, et en admettant que le transfert est &diatt et instanta nous
ne traduisons pas toute la compléxides prol#mes poss par le transfert,
mais ce modle déquilibrage global de la charge permet de mesurer (en
terme d'esprance) l'impact du transfert sur les indices de performances
utilisés dans le domaine (proportion de sites ayiatéiches, probabilt de
saturation rémoire, temps deéponse moyen). On peut ainsi obtenir les
bornes sugrieures des éréfices que I'on peut attendre d'udel transfert,
comprendre dans quelles situations le transfert de chargegbeuimoins
interessant que la politique qui consiatées interdire et examiner en fonction
de la valeur des parastres du modle I'opportunié du transfert.

Avec un temps d’e&cution moyen pris comme uaitle temps, cettétude
permet de montrer lesésultats suivants. Pour obtenir deels leréfices
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grace au transfert il est opportun d'effectuer les transferts pour des valeurs
de A comprises entre 0.70 et 0.95. En effet, en dessous de ces valeurs, le
transfert n’argliore pas consigrablement les performances du syse, et

au dessus de ces valeurs, le éyst est de toute éap surcharg et le cdit

réel du transfert risque de contre-balancer&gsntuels Bréfices appoés

par le transfert. Pour s’assurer que I'on est dans les fourchettes propices au
transfert, on peut utiliser la proportion de sites libres. En effet, celle-ci reste
trés élevée tant que\ < 0.95, puis avoisine &ro quand le taux d 'arrde

A dépasse cette valeur. Le fait le plus marquant que I'on peut observer
grace aux courbes obtenues dans la section 4 est que le passaga de 8
32 sites n'ardliore pas de maéare significative lesésultats sur les indices

de performance®,; et IR. Ceci laissed penser qu’en ayant des contraintes
de localie faible (par exemple quand chaque site est coéned@ autres

sites seulement) des performances similairaslle d'un éseau totalement
conneck peuventétre esprées. Avec un graphe édlement complet, le
nombre de sites peuwdtre limitt & 32 puisque les meilleures performances
sont pratiguement atteintes pour ce nombre de sites et que les gains obtenus
grace au transfert au-detle32 sites ne justifient sans doute pas de nouveaux
investissements. Une politique de transfedald entre 32 sites permet alors

de dimensionner la capagitdes files d’attente de dan raisonnable afin de
minimiser la probabilé de saturation Bmoire en &gime non satér.

Ajouter un cklai pour tenir compte du temps dedision d’un transfert et un
délai pour le transfert &té fait dans le cas de deux sites péfir= 2 (cf.[2]),
mais les calculs semblent prohibitifs dans le casegal. Citons Banmoins
les mockles de Malyshev et Robert [9] quépalisent le transfert mais avec
des capacits égalesa 1, et ceux de Mirchananegt al. [10] qui pénalisent
également le transfert dans des cas particuliers. Dans un cadajcette
prise en compte s'@&rera sans doutetticatea resoudre analytiquement, mais
des simulations peuvent donner des informatioes pertinentes. On peut
aussi envisager &tude de cet algorithme pour d’autres lois de distribution
du temps de service et du processus d'@eidesaches sur chaque site. On
peut encore fair@voluer ce modle en imaginant d’autres architectures de
sites (par exemple deéseaux toriquea une ou deux dimensions). Les outils
théoriques utiliés seront alors issus de l&trie des sysimes de particules.
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